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加速寿命试验三参数威布尔分布的 

极小变异-极大似然估计 

马小兵，刘宇杰，王晗 

（北京航空航天大学 可靠性与系统工程学院，北京 100191） 

摘要：目的 在加速试验中，对寿命服从三参数威布尔分布的产品进行可靠性评估与寿命预测，解决形状参

数小于 1 时传统方法难以计算的问题。方法 利用三参数威布尔分布与指数分布之间的转换关系，以变异系

数误差最小为优化目标，在确定最优位置参数估计值的基础上，应用拟极大似然方法估计分布模型中的其

余参数，建立极小变异–极大似然估计（MV-MLE）。根据加速寿命试验中失效机理不变的原则，在失效机理

等同条件下，将该方法推广至多应力水平下的可靠寿命评估。结果 在单一应力与多应力水平下，通过仿真

模拟验证了所提方法的有效性。与传统方法相比，在小样本条件下，所提方法可提高形状参数（机理等同

性参数）估计精度 40%以上。结论 所提方法对于三参数威布尔分布的参数估计和寿命评估具有较高精度，

能够有效克服传统方法的不足，在加速寿命试验评估中具有良好的应用效果。 
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Minimum Variation-Maximum Likelihood Estimation of Three-parameter  

Weibull Distribution under Accelerated Life Test 

MA Xiao-bing, LIU Yu-jie, WANG Han 

(School of Reliability and Systems Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China) 

ABSTRACT: The work aims to estimate the reliability and predict the lifetime of the products subject to three-parameter 

Weibull distribution under accelerated life test, so as to solve the problem that the traditional methods are difficult to complete 

the calculation when the shape parameter is less than 1. Through the conversion relationship between three-parameter Weibull 

distribution and exponential distribution, the best estimated value of the location parameter was determined with the error of co-

efficient of variation as the optimization objective. Then, the analogue maximum likelihood method was used to estimate the 

remaining parameters of the Weibull distribution, based on which the minimum variation-maximum likelihood estimation 
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(MV-MLE) was constructed. According to the principle of constant failure mechanism in accelerated life test, the proposed 

method was extended to evaluate the reliable lifetime of products under multiple stress levels while ensuring the failure mecha-

nism equivalence. The effectiveness of the proposed method was verified by simulations under both single stress level and mul-

tiple stress levels. Compared with traditional methods, the proposed method improved the estimation accuracy of shape parame-

ter (i.e. mechanism equivalence parameter) by more than 40% with small samples. The proposed method performs high accu-

racy for parameter estimation and lifetime prediction of three-parameter Weibull distribution, which overcomes the defects of 

traditional methods, and has good application effects in the evaluation of accelerated life test. 

KEY WORDS: three-parameter Weibull distribution; coefficient of variation; accelerated life test; mechanism equivalence; re-

liability evaluation; lifetime prediction 

由最弱链理论得出的两参数威布尔分布目前已

成为描述产品失效规律较为常用的模型之一，在电子

器件、机械部件等的可靠性评估中应用广泛[1-5]。三

参数威布尔分布通过引入位置参数，使该模型在应用

时能够更充分地刻画产品的失效机理。针对两参数威

布尔分布的统计推断目前已经有较为成熟的方法体

系，常见的参数估计方法包括极大似然估计、最小二

乘估计、矩估计、广义极大似然估计[6]、广义最小二

乘估计[7]等。三参数威布尔分布的非线性形式更加复

杂，导致极大似然方法在某些情况下无法进行数值计

算。针对该可靠性工程难题，诸多专家学者开展了大

量的理论与工程研究[8-11]。 

郑荣跃等 [12]将灰色系统中一阶线性微分方程模

型的建模方法用于三参数威布尔分布的参数估计，在

小样本情况下具有良好的精度。赵冰锋等[13]提出了一

种改进的相关系数优化法，在确保参数估计精度的基

础上，简化了计算过程。魏艳华等[14]利用混合 Gibbs

算法给出了三参数威布尔分布的贝叶斯估计，并提供

了参数的可信区间。杨小玉等[15]则在最小二乘法的基

础上提出了一种迭代估计的方法，据此得到的参数估

计结果具有较好的收敛性。上述方法虽然为三参数威

布尔分布的参数估计提供了新的思路，但是仍存在一

定的局限性。灰色模型法在威布尔分布的形状参数小

于 1 时难以保证估计的准确性；贝叶斯方法则在先验

分布的选取上具有较大的不确定性；相关系数优化法

等迭代求解的方法，其参数估计结果则主要依赖于样

本的经验分布函数，在样本量不足时会产生较大误

差。随着科技水平的进步，产品呈现出高可靠、长寿

命的特点[16-18]。对于此类产品的设计研制，加速寿命

试验（ALT）能显著缩短产品失效时间，提高寿命和

可靠性验证与评估的效率[19-23]。上述方法难以直接应

用在加速试验数据的评估中，因此，亟待建立一种适

用于加速寿命试验的三参数威布尔分布的参数估计

方法。 

本文针对三参数威布尔分布，为解决现行方法在

参数估计时的不足，提出了一种极小变异–极大似然

估计（Minimum Variation-Maximum Likelihood Es-

timation，MV-MLE）方法，应用于解决外场数据和

ALT 的数据评估。通过仿真模拟与实际案例验证了所

提方法的有效性。该方法在小样本情形也具有较高的

精度，提高了产品寿命评估的准确性。 

1  三参数威布尔分布 

假设产品的寿命 T 服从三参数威布尔分布，则其
概率密度函数为： 

 
1

exp , , , 0,
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m m
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f t m t
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 (1) 
式中：m 为形状参数；η 为尺度参数；γ 为位置

参数。 
根据收集得到了样本量为 n 的产品失效寿命数

据，记其顺序统计量为： 

     1 2, , , nt t t  (2) 

式中：t(1)≤t(2)≤…≤t(n)。 
基于极大似然估计，可得对数似然函数为： 
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将对数似然函数对各个参数求偏导，可得： 
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为得到各个参数的估计值，需要令式（4）、（5）、
（6）同时等于 0，联立方程进行求解。一方面，该
方程组的解不存在显式表达式，需要进行复杂的数值
运算；另一方面，当形状参数 m≤1 时，式（6）恒
大于 0，也就是说，似然函数的值会随着位置参数 γ

的增加而增加。因此，得到 γ 的估计值为  1̂ t 。在

m<1 的情况下，若取 t(1)作为位置参数 γ 的估计值，
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会使得似然函数趋于无穷大，进而导致威布尔分布中
的其他参数无法通过似然方程求出。为克服极大似然
估计的上述不足，本文提出了三参数威布尔分布的极
小变异–极大似然估计方法，具有较高的可行性。 

2  单应力水平下的极小变异-极大似

然估计 

在单一应力水平下，若位置参数  已知，令

X T  ，则可知 X 服从两参数威布尔分布，且其

形状参数为 m ，尺度参数为。根据式（4）与式（5），

可得两参数威布尔分布的似然方程： 
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由式（8）可得，  
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因此，单应力水平下形状参数 m 的估计值可通过

求解式（9）得到。在此基础上，令 mY X ，则可知

Y 服从均值为m 的指数分布，且其变异系数为 1。记

Y 的均值、方差与变异系数的估计值分别为 Y 、 2Y 与

YC ，即： 
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当位置参数  估计越准确时， YC 与 1 之间的差

距应越小。根据上述原理，三参数威布尔分布的极小

变异–极大似然估计方法为： 
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式中：  
   

 

 
1

1

1

ln
1 1

, ln

n
m
i i n

i
in

m i
i

i

x x

C m x
n m

x







  





。 

根据式（13）得到形状参数与位置参数的估计值

m̂ 、 ̂ 后，尺度参数的估计值为： 
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给定可靠度 R ，则产品在单应力水平下的可靠寿

命的估计值为： 

  ˆ1ˆ ˆ ˆ ln  m
Rt R    (15) 

本文所提的极小变异–极大似然估计方法，无需

计算复杂的超越方程组。此外，利用威布尔分布与指

数分布之间的转化关系，以变异系数的误差最小化为

准则，确定了最优的位置参数估计值，避免了传统极

大似然估计方法中似然方程组可能无法求解的情况。 

3  多应力水平下的极小变异-极大似

然估计 

假设恒定应力加速寿命试验共有 k 组应力水平，

即 1 2 ks s s   ，记第 i 组应力水平下观测得到的失

效寿命数据的顺序统计量为： 

     1 2 , , 1,2, ,
ii i i nt t t i k ≤ ≤ ≤  (16) 

式中： in 为第 i 组应力水平下的失效样本数。 

在利用多应力水平的加速失效数据对产品进行

寿命评估之前，首先介绍加速试验中的失效机理等同

性分析原理，这是确保加速试验有效性的必要前提。 

3.1  ALT 失效机理等同性分析原理 

对 ALT 的失效机理等同性分析主要是在加速试

验基本假定的基础上进行的，该基本假定也被称为

Pieruschka 基本假定[24]，其具体的内容表述如下。 

在 k 组加速应力水平下，当失效机理保持一致

时，各应力水平下产品的寿命分布函数可记为： 

   ;i iF t F t  (17) 

式中：i 为第 i 组应力水平下寿命分布模型的参

数， 1,2, ,i k   ，即不同的应力水平不改变产品的寿

命分布族，而只改变分布模型中的参数。 

进一步地，根据该假定衍生出了加速因子不变原

则[25-26]。在加速寿命试验中，假设产品在应力水平 is

和应力水平 js 下的寿命分布函数分别为  i iF t 和

 j jF t ，1 i≤ ， j k≤ 。当    i i j jF t F t 时，时间比

值为： 

ij j iK t t  (18) 

Kij 称为应力水平 is 相对于应力水平 js 的加速

因子。  

当失效机理保持等同时，Kij 的值与产品的可靠

度或工作时间无关，其仅由应力水平的值决定，故称

之为加速因子不变原则。根据此原则，对任意的产品
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失效时间 it ，式（19）应恒成立，即： 

   i i j ij iF t F K t  (19) 

对于三参数威布尔分布，基于式（19），可以得到： 
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式中： im 、i 、i 分别为应力水平 is 下的威布尔

分布的形状参数、尺度参数与位置参数； jm 、 j 、 j

分别为应力水平 js 下的威布尔分布的形状参数、尺度

参数与位置参数。 

根据累积分布函数的单调性，可得： 
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化简整理后有： 
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因为 Kij 的值仅与应力水平有关，而与产品的失

效时间无关，所以有： 

1 0i jm m    (23) 

进一步地，可以得到： 
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因此有： 

0   j i i j   (25) 

综合上述结果，可得三参数威布尔分布在 ALT

中的失效机理等同性条件为： 

, ,     i j i i j j ij j im m K    (26) 

即当产品的失效机理在各个加速应力水平下保

持等同时，三参数威布尔分布中的形状参数（称为机

理等同性参数）应相等。此外，位置参数与尺度参数

的比值也应相等，且加速因子等于不同应力水平下尺

度参数（或位置参数）的比值。 

3.2  参数估计与寿命评估方法 

根据三参数威布尔分布在多应力水平下的失效机

理等同性条件，记 , 1,2, ,  i i i k   ，则在第 i 组应

力水平下，位置参数与产品失效寿命均值的比值为： 
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ˆ /
in

i ii j
j

t n


 作为均值的估计值，则位置参

数的估计值可表示为： 
ˆ ˆ i ip  (28) 

令     ˆ , 1,2, , , 1,2, ,i ii j i jx t i k j n     ，可得对

数似然函数为： 

   
1

1 1

ln ln exp
  

i
m mnk

i j i j

i ii j i

x xm
L



 

                      
  (29) 

将式（29）分别对参数 m 和 , 1,2, ,i i k  求偏导，

可得似然方程组： 

 

     

11

1 1

ln
ln ln

ln ln
0





 

i

i i

nk
i

i i i j
ji

n n
m m

ii j i j i j
j j

m m
i i

nL
n x

mm

x x x



 

     


 





 
 (30) 

 

1

ln
0, 1,2, ,

   

i
mn

i ji

i i i ij

xmnL m
i k



 
        

   (31) 

由式（31）可得，  
1

, 1,2, ,
in

m m
i ii j

j

x n i k


   ，

将其代入式（30），可以得到： 

 

   

 

11

1 1 1

1

ln

ln 0

i

i

i

nk
m

i i j i ji nk k
ji

i j n
i j i m

i j
j

n x xn

x
m

x



  



  


 


 (32) 

多应力水平情况下形状参数 m 的估计值可以通
过求解式（32）得到。 

记
    2

1 12, , , 1,2, ,
1


 


i in n
m m

ii j i j
j j i

i i i
i i i

x x

c i
n n

 


   


 
  

k ，根据威布尔分布与指数分布之间的转化关系，当
参数 m 和  估计越准确时， ic 应越接近 1。因此，多

应力水平情况下的极小变异–极大似然估计方法为： 

 

 
 

A
1

1

min , 1

, 0

ˆs t , 1,2, ,

, 0




  



k

i
i

i i

G m c

C m

t i k

m


 

 


 







 (33) 

式 中 ：    
1 1 1

, ln
ink k

i i j
i i j

C m n m x
  

     

     
1 1 1

ln
i in nk

m m
i i j i j i j

i j j

n x x x
  

 
 
  

   。 

根据式（33）得到形状参数的估计值 m̂ 以及 ̂ 后，

各个应力水平下尺度参数的估计值为： 

  
ˆ1

ˆ

1

ˆ ˆ , 1,2, , 
i

m
n m

i i ii j
j

t n i k


 
   
  
   (34) 
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若选择逆幂律模型作为加速模型，则有： 
ˆln ln , 0, 1,2, ,i ia b s b i k      (35) 

式中：a、b 为加速模型中的待估参数。 

根据式（35），尺度参数的对数 ln 与应力水平

的对数 ln s 之间呈线性关系，因此可建立 ln 与 ln s 的

线性回归模型，通过最小二乘法估计加速模型中的参

数 a 与 b 。 

给定常规应力水平 0s 与规定的可靠度 R ，则产品

在常规应力下的可靠寿命的估计值为： 

  ˆ1
,0 0

ˆˆ ˆ ln  m
Rt R      (36) 

式中：  0 0
ˆˆ ˆexp ln a b s  。 

4  仿真模拟 

4.1  单应力水平下的仿真模拟 

当形状参数 1m  时，无法直接应用极大似然方

法估计三参数威布尔分布中的参数。为了验证所提方

法的合理性和有效性，在此提出一种以均值误差最小

为优化目标的对照方法用于仿真结果的对比分析，其

原理为： 

 
 
 

 1

ˆmin , ,

, 0

s t , , 0

, 0, 0

   


   

 

G m

C m

C m

m t

  

 


 
   

 (37) 

式 中 ：  1 1   m   ；  
1

̂
n

i
i

t n


 ；

 
   

 

 
1

1

1

ln
1 1

, ln

n
m
i i n

i
in

m i
i

i

x x

C m x
n m

x







  





；

    
1

1

1
, ,   

mn m

i
i

C m t
n 

 
    

 
 。 

根据式（37）得到各参数的估计值 m、 、后，

给定可靠度 R ，则产品在单应力水平下的可靠寿命的

估计值为： 

 1ln  m
Rt R

      (38) 

建立如下仿真模型： 

 ~ , , 1,2, , it Wbl m i n    (39) 

式中： 10  ； 0.5m  ； 20  ；  5,15,30n  ，

即设置 3 组不同样本量的仿真模型。 

在不同的样本量下各进行 1 000 次仿真，取平均

值作为参数估计的结果，具体见表 1。 

由仿真结果可以看出，本文所提出的 MV-MLE

方法更加准确。原因是，相比于威布尔分布的均值，  

表 1  单一应力水平下的仿真结果 
Tab.1 Simulation results under single stress level 

方法 样本量 n m      

MV-MLE 0.863 5 17.829 3 26.979 5

对照方法
5 

1.202 3 17.154 9 29.057 6

MV-MLE 0.708 4 10.613 3 25.736 0

对照方法
15 

0.775 5 12.479 8 28.143 5

MV-MLE 0.614 8 9.813 2 24.194 7

对照方法
30 

0.713 1 8.060 4 26.467 5

 

指数分布的变异系数是不随模型参数改变而变化的

恒定值，能够有效降低参数估计的波动性对优化过程

的影响。针对形状参数（机理等同性参数）m ，在小

样本的情形下（ 5n  ），MV-MLE 方法的估计结果与

真值的绝对误差为 0.363 5，而对照方法所得结果与

真值的绝对误差为 0.702 3，评估精度提升了 48.24%。 

4.2  多应力水平下的仿真模拟 

以式（35）所示的逆幂律加速模型为例，建立如

式（40）所示的仿真模型： 

 ~ , , 1,2,3,4, 1,2, , ij i it Wbl m i j n     (40) 

式中： 2  ； 2.5m  ；ln ln , 1,2,3,4i ia b s i   ；

15, 2a b  。 

选择温度应力作为加速应力，各个应力水平的设

置为： 

   1 2 3 4, , , 293.15,333.15,383.15,433.15s s s s   (41) 

假 设 各 加 速 应 力 水 平 下 的 样 本 量 均 为

 5,15,30n  ，根据上述仿真模型生成加速寿命数据。

在不同的样本量下各进行 1 000 次仿真，取平均值作

为参数估计的结果，具体见表 2。 
 

表 2  多应力水平下的仿真结果 
Tab.2 Simulation results under multiple stress levels 

方法 样本量 n m    a  b  

MV-MLE 5 2.443 5 2.969 3 14.895 9 2.025 4

MLE 5 2.375 2 3.102 8 14.874 8 2.021 4

MV-MLE 15 2.469 3 2.302 0 14.982 3 2.011 2

MLE 15 2.389 8 2.296 3 14.888 3 1.995 1

MV-MLE 30 2.523 5 2.046 7 14.987 6 1.998 7

MLE 30 2.450 1 2.130 5 14.954 3 1.998 6

 

可以看出，随着样本量的增加，所提方法与传统

极大似然估计方法的参数估计结果均越来越接近真

值。此外，针对形状参数（机理等同性参数）m ，在

小样本的情形下（ 5n  ），本文所提出的 MV-MLE

方法的估计精度更高，与真值的相对误差为 2.26%，

而 MLE 方法所得结果与真值的相对误差为 4.99%，

评估的精度提升了 54.71%。 
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5  实例应用 

针对某型陶瓷球轴承开展了加速寿命试验，共有

4 组应力水平，每组应力水平下均有 10 个失效样本，

具体的应力水平和失效数据见表 3。 
 

表 3  陶瓷球轴承失效数据 
Tab.3 Failure data of ceramic ball bearings 

×103 

应力水平/MPa 失效数据（转） 

1 670 2 200 2 510 3 000 3 900
0.87 

4 700 7 530 14 700 27 800 37 400

800 1 000 1 370 2 250 2 950
0.99 

3 700 6 070 6 650 7 050 7 370

12 180 200 240 260 
1.09 

320 320 420 440 880 

73 98 117 135 175 
1.18 

262 270 350 386 456 
 

选择式（35）所示的逆幂律模型作为加速模型，

应用本文所提出的多应力水平下的 MV-MLE 方法，

得到参数估计的结果为： ˆ 0.894 2m  ， ˆ 0.040 2  ，

ˆ 7.471 1a  ， ˆ 13.579 7b  。 

文献[27]中利用贝叶斯方法，采用两参数威布尔

分布结合逆幂律模型对该组加速失效数据进行了评

估，得到参数的后验均值为： 0.744, 7.482,m a b     

13.317。 

根据式（33），由上述估计结果分别计算多应力

水平下变异系数的误差和  ,AG m 。对于 MV-MLE

方法，  ,1
ˆˆ , 1.269 7AG m  ；对于文献[27]中的结果，

 ,2 ,0 1.587 0AG m  ， ,1 ,2A AG G 。由此可见，通过

MV-MLE 方法得到的三参数威布尔分布更加符合威

布尔分布与指数分布的转换关系，更有利于提升寿命

评估时的准确性。 

该陶瓷球轴承的常规工作应力为 s0=0.75 MPa，给

定可靠度 R=0.8，则根据 MV-MLE 方法的参数估计结

果，由式（36）可得其可靠寿命为： 7
,0

ˆ 1.98 10Rt   转。 

6  结论 

1）利用威布尔分布与指数分布之间的转换关系，

以变异系数的误差最小为优化准则，提出了三参数威

布尔分布的极小变异–极大似然估计方法，克服了形

状参数小于 1 的情况下传统方法难以计算的困难，适

用范围更加广泛。 

2）推导了三参数威布尔分布的失效机理等同性

条件，在加速寿命试验失效机理等同条件的基础上，

将所提方法推广应用到了多应力水平条件下产品的

可靠性评估，确保了寿命预测的有效性。 

3）通过仿真模拟验证了所提方法的有效性与优

越性。与相应的对照方法相比，在小样本情况下，所

提方法能够显著降低形状参数（机理等同性参数）的

估计误差，提升了产品可靠寿命评估的精度。 
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