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摘要：目的 研究面内碰摩作用下带冠叶片组合共振的动力学特性。方法 将带冠叶片等效为端部具有集中

质量的旋转悬臂梁结构，随后基于宏观滑移原理建立冠间碰摩载荷的力学模型，并采用谐波平衡法求解该

载荷的等效刚度和等效阻尼，最后采用多尺度法建立组合共振下柔性带冠叶片的瞬态及稳态振动控制方程。

研究叶冠倾角及频率解谐参数对组合共振下叶片瞬态及稳态响应动力学特性的影响。结果 特定参数条件

下，柔性带冠叶片将发生组合共振，忽略叶冠碰摩作用时，内共振和主共振将不会同时发生。结论 组合共

振下，主共振能量通过内共振模态间的耦合作用由主共振模态传递到非主共振模态上，且内共振模态稳态

响应幅值存在 π 的相位差。几何非线性在变主共振解谐参数的稳态振动中起硬弹簧作用，而其在变内共振

解谐参数的响应中起软弹簧作用。增大叶冠法向接触刚度会抑制组合共振下叶片的稳态响应幅值，并缩窄

不稳定域的宽度。 
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ABSTRACT: The work aims to study the dynamic characteristics of the combination resonance in vibration responses of the 

shrouded blade under in-plane contact and friction. Firstly, the shrouded blade was modeled as a rotating beam with a mass on 

the blade tip, and the mechanical model of contact and friction forces between adjacent shrouds was established through the 

macro-slip model. Then, the equivalent stiffness and damping of the mechanical model were solved by the harmonic balance 

method, and the transient and steady-state equations under the combination resonance were established by the method of multi-

ple scales. The effects of shrouded blade inclination angle and frequency detuning parameters on the dynamic characteristics of 

transient and steady-state responses under combination resonance were studied. Under the condition of specific parameters, the 
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combination resonance occurred in the shrouded blade, and the internal resonance and the primary resonance did not occur at the 

same time when the rub-impact effect of the shrouded blade was ignored. Under the combination resonance, the primary reso-

nance energy is transferred from the main resonance mode to the non-main resonance mode through the coupling between the 

internal resonance modes, and the steady-state response amplitude of the internal resonance modes has a π phase difference. 

Geometric nonlinearity plays a role of hardening spring in the steady-state response of the blade under variable detuning pa-

rameters of the primary resonance, whereas, it plays the role of softening spring in the response under variable detuning pa-

rameter of the internal resonance. Increasing the normal contact stiffness of the bladed shroud will suppress the steady-state re-

sponse amplitude of the blade under combination resonance and narrow the width of the unstable domain. 

KEY WORDS: shrouded blade; contact and friction between adjacent shrouds; geometric nonlinearity; combination resonance; 

method of multiple scales; method of harmonic balance 

发动机末级叶片展弦比高，具有明显的几何非线

性，气动载荷作用下容易发生大变形。另外，叶冠作

为干摩擦阻尼结构，使叶片具有很强的接触非线性特

征。这种几何、接触非线性的耦合作用将使叶片产生

如组合共振等复杂的非线性动力学现象，从而影响叶

片振动的稳态响应幅值及不稳定域对应的参数域宽

度[1]。因此，深入研究其动力学特性具有重要的理论

和工程价值。 

国内外学者对轴流涡轮叶片和相邻叶冠间接触

动力学模型的建模已有许多研究成果，研究人员广泛

建立单叶片模型用于分析结构的动力学特性[2-3]。麻

岳敏等[4]考虑弯扭耦合的影响，将旋转叶片等效为旋

转悬臂梁。对于带冠叶片的动力学模型，多数学者仅

考虑了参考叶片与相邻叶片的相互作用[5-7]，部分学

者建立了完整带冠叶盘的动力学模型[8-10]。 

对于描述相邻叶冠间接触的力学模型，众多学者

采用宏观滑移、微观滑移和 Sgn 模型建立相邻叶冠间

的碰摩载荷模型。Yang 等[11]提出了一种可用于描述相

邻叶冠接触面三维摩擦的三维接触模型。谢永慧等[12]

基于谐波平衡法，建立了冠间碰摩载荷的等效刚度和

等效阻尼模型。 

针对具有几何非线性的高展弦比轴流涡轮叶片

的动力学特性，众多学者分别研究了内共振[13-15]、主

共振[16-17]及超/次谐波共振[18]下叶片的动力学特性。

针对内共振和主共振组成的组合共振，Li 等[19]研究

了控制方程系数对结构组合共振稳态响应幅值及稳

定性的影响。Yuan 等[20]研究了多模态组合共振下，

结构参数对叶片瞬态及稳态动力学特性的影响。 

叶冠接触的强非线性将导致叶片振动产生稳定

性转换、分叉和混沌等非线性动力学现象[21]。何冰冰[22]

研究了带冠叶片振动过程中的多倍周期、准周期和混

沌现象。He 等[23]分析了非对称碰摩作用下带冠叶片

弯扭耦合振动特性。Mashayekhi 等[24]研究了失谐对

带冠叶盘振动局部化的影响。Nan 等[25]基于谐波平衡

法研究研究了结构参数对振动特性的影响。 

现有针对发动机叶片动力学特性的研究中，缺少

相邻叶冠间碰摩诱发结构组合共振的研究。针对上述

问题的研究有助于研究人员更充分地理解组合共振

下带冠叶片的动力学特性，从而提供了一种通过直接

改变设计参数对带冠叶片进行减振设计的设计思路。 

本研究主要关注叶冠面内碰摩诱发的带冠叶片

组合共振的动力学特性。首先，将叶片等效为端部具

有集中质量的旋转悬臂梁，并基于谐波平衡原理建立

冠间碰摩载荷的等效刚度和阻尼。随后，采用多尺度

法推导了组合共振下叶片的瞬态及稳态控制方程。接

下来，分析了不同设计参数对原始振动方程稳态响应

幅值及频率的影响，发现了响应中的组合共振现象。

最后，研究了组合共振下叶片瞬态及稳态响应动力学

特性随叶冠倾角及频率解谐参数的变化规律。 

1  带冠叶片动力学模型 

发动机末级的轴流带冠叶盘是一种循环对称结

构，可将完整叶盘视为沿周向分布的若干个完全相同

的独立带冠叶片[22]。叶片示意图见图 1，该叶片被简

化为一个端部具有集中质量的旋转的悬臂梁。其中，

 表示叶冠倾角；L 为叶片展向长度； s 表示叶冠法

向初始间距； sk 为叶冠法向接触刚度； sN 表示作用

于叶冠的法向正压力； sF 为叶冠切向摩擦力；Q 表示

叶片所受气动载荷，  0 sinQ Q l t ，其中 0Q 和 l

分别表示载荷幅值和叶片前障碍物的数目[16]。 
 

 
 

图 1  带冠叶片示意图 
Fig.1 Diagram of a shrouded blade 
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1.1  冠间碰摩载荷模型 

准确描述相邻叶冠间的接触和摩擦是建立带冠

叶片动力学模型的前提，本节基于宏观滑移模型和经

典库伦摩擦模型，建立了相邻叶冠间法向正压力和切

向摩擦力的力学模型。随后采用谐波平衡法推导了冠

间碰摩载荷的等效刚度和等效阻尼。基于文献[16]的

研究结果，带冠叶片的挥舞弯曲位移 v 可展开为如下

谐波形式： 

 cos cosv B l t B      (1) 

式中：B 和 分别为叶片挥舞弯曲位移的幅值和

相位角。 表示相位角， l t    。 

从而，叶冠间法向正压力表达式如下： 

 

 

s s s

s s s

s s s

sin ,

0,

sin

k v v

N v

k v v

  
 
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  
 
   

≤ ≤  (2) 

此时，一个稳态振动周期内，切向摩擦力 sF 关于

切向相对位移（  t s cosv v    ）的滞回曲线如图 2

所示。 
 

 
 

图 2  摩擦力滞回曲线 
Fig.2 Hysteretic loop of friction force 

从而，建立冠间摩擦力的表达式如下： 
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 (3) 
式中 ： kt 为 接触 面 的剪 切接 触 刚度 ， tk   

    s2 2 1 / 2 k     ； 为材料泊松比， 0.3  。 
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(4) 

将法向正压力按照傅里叶级数展开，得到： 

s ks cs n n
d

cos sin
d

v
N N N k v c

t
      (5) 

式中： nk 和 nc 分别表示相邻叶冠接触面间法向

正压力的等效刚度和等效阻尼。 

最后，将方程（1）代入方程（5），基于谐波平

衡法中相同谐波项系数相等的规则，得： 

 s
n 2 2 s 2 n

sin
2 sin 2 4 sin , 0

k
k B B c

B


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
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同理，得到切向摩擦力的等效刚度 fk 和等效阻

尼 fc ： 
 

   

 

   

t 3 2 1 1 3 2 1

f

t s 3 2 s 1 1 s s 1

t 1 1 2 3 t

f

1
cos π 2sin sin 2 sin 2 sin 2

21
,

π 1
2 cos sin sin sin 2 2 sin sin

2

1
2 cos cos 1 1 cos 2 cos 2 cos 2 2

1 4
π

k B

k
B

k k B B k

k B k
c

l B

       

          

     



              
             

        


 

   

s 3 2

s s 1 3 s 1

cos cos cos

1
2 sin cos cos 1 sin cos 2 1

2
k k B

  

       

 
  

 
         

(7) 

 

1.2  叶片振动控制方程 

假设叶片的扭转刚度较大，其扭转变形可忽略，

且叶片轴向动态变形主要表现为离心力引起的拉伸

变形[17]。因此，叶片挥舞弯曲的控制方程为： 

     

 

   

l s I A

2 2 3
l s A

s s
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 (8) 

式中：EA、EI 和 lm 分别表示叶片的弯曲、拉伸

刚度和线密度； sm 为叶冠质量。 2
A l

L

x
E u m    

 de y y 为离心力引起的叶片轴向位移；e 表示圆盘

半径。 

对方程（8）进行伽辽金离散（    
1 21 2

v vv q q   ）

和无量纲变换（ s/ , , 1, 2i iq q t k     ），并沿叶片

展向进行积分。 kq 、 kq 、 kq 和 3
kq 项对应系数分别为

方程的质量、阻尼、刚度和非线性项系数。最终，得
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到前两阶挥舞模态的控制方程如下： 

 

2 3 2
, , ,1 1 ,2 1 2

2 3
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式中：k 为挥舞弯曲模态阶数；  v
k 为悬臂梁第 k

阶弯曲模态的振型函数。其余方程系数通过方程（10）

直接积分得到。 
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(10) 

2  组合共振下多尺度法解析解 

假设叶片挥舞弯曲位移是阻尼的同阶小量，而气

动载荷是阻尼的高阶小量[17]，引入无量纲小参数  ，

对方程（9）进行如下多尺度变换： 

, ,
3, ,k k k kk k k kc c fq fq        (11) 

并对 kq 进行时间的多尺度变换： 

   2
,1 0 1 2 ,2 0 1 2, , , ,k k kq q T T T q T T T       (12) 

随后，将方程（11）和（12）代入方程（9）中，

基于等式两端 ε的同阶次项对应系数相等的原则，得

到各尺度下微分方程组。当叶片同时发生一阶挥舞模

态的主共振及前两阶挥舞间的 1︰3 内共振时，挥舞

模态频率应满足如下关系： 

1 1 1 2 2,   3l           (13) 

设  时间尺度下方程的解为： 
0

,0 . .ki T
k kq A e c c   (14) 

其中，振幅 kA 改写为谐波形式： 

1

2
ki

k kA e     (15) 

从而， kA 幅频和相频的瞬态振动控制方程为： 
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其中， 1 1 1 1 2 2 1 2 1, 3T T           。 

稳态振动下（叶片时域响应中响应幅值不随时间

变化）， kA 幅频的控制方程为： 
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(17) 

3  算例与结果分析 

以文献[8]中轴流带冠叶片为研究对象，研究叶冠

接触对叶片在组合共振条件下动力学特性的影响，叶

片的主要参数见表 1。 

本节研究内容通过对比原始控制方程（9）数值

解与多尺度法方程（16）解析解时域响应的差异，验

证了组合共振下多尺度法解析解的计算精度。其中，

数值积分采用变步长龙哥库塔法，积分时间步长为

0.001 s。 

图 3 中，解析解为方程（16）在初值 1 2 0.01   ，

1 2 0   下的时域响应，数值解对应方程（9）在相同

初值下的直接积分结果。对比发现，数值解与解析解

吻合良好。由于多尺度法省略位移高阶项，一、二阶 
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表 1  柔性带冠叶片的主要参数[8] 
Tab.1 Gross parameters of the shrouded blade[8] 

符号 数值 符号 数值 

vc
 10 Ns/m e 0.25 m 

EI 5.41×104 Nm2 EA 1.08×109 N 

ks 3.55×106 N/m L 1.05 m 

m1 40.13 kg/m sm
 0.2 kg 

Q0 50 α 60° 

s  2.0×10–5 m l 1 

μ 0.3 Ω 6 900 r/min 

 
模态在波峰和波谷处分别存在 1.9%和 16.1%的相对

误差。由于二阶模态的振幅通常比一阶模态幅值小

1~2 个数量级，且实际工程中测量得到的振动信号经

过降噪处理后通常基于一阶模态振幅等效叶片振动

响应，从而二阶模态误差对工程问题的辨识无影响。

因此，第 2 节得到的多尺度法解析解可用于求解叶片

在组合共振下的振动响应。 

3.1  变结构参数下原始方程稳态响应 

叶冠倾角 和叶冠法向接触刚度 sk 的改变将直

接影响叶冠间碰摩作用的强度。本节研究了方程（9） 

在变 和 sk 下的稳态响应，分析了叶片非线性动力学

特性随参数的变化规律。 

1）叶冠法向接触刚度对叶片稳态响应的影响。

叶冠法向接触刚度通过改变相邻叶冠的接触状态及

冠间碰摩载荷幅值影响叶片稳态响应的动力学特性，

分析带冠叶片振动特性随叶冠法向接触刚度的变化

规律将为实际工程中叶冠结构的设计提供理论依据。

实际工程中，改变叶片的材料种类或叶冠截面参数，

使叶冠的杨氏模量或叶片的挥舞方向刚度增大，可以

达到增大叶冠法向接触刚度的目的。提取不同叶冠法

向接触刚度下庞加莱截面点的振幅，绘制变 sk 下叶片

稳态响应的分岔图，如图 4 所示，其中 sk 的取值范围

为 1~10 MN/m。对比图 4a、b 发现，叶冠法向接触刚

度的整个参数取值范围可以被分为 3 个区间：

1 MN/m~ s1k （区间①）、 s1k ~ s2k （区间②）、 s2k ~ 

10 MN/m（区间③）。其中， s1 1.72k  MN/m 和

s2 6.97k  MN/m 为区间分隔点。 

图 4a 中，一阶挥舞稳态响应 1q 在区间①~区间

③内均表现为周期－1 振动。区间①中， 1q 的时域响

应存在明显的振幅振荡现象，但在区间②和区间③

中则几乎看不到这一现象。此外，区间②中一阶挥舞

模态频率变化曲线与外激励频率变化曲线存在交点 
 

 
 

图 3  叶片稳态响应的解析解与数值解对比情况 
Fig.3 Comparison of analytical and numerical solutions for steady-state response: a) the first flapwise modes;  

b) the second flapwise modes 
 

 
 

图 4  变 ks 下叶片稳态响应分岔图 
Fig.4 Bifurcation diagram of the blade versus ks: a) the first flapwise modes; b) the second flapwise modes 
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（ 1 l  ），这说明区间②参数下会发生一阶挥舞模

态与气动载荷的主共振。因此，区间②中 1q 存在由主

共振引起的幅值跳跃现象，并表现出硬弹簧特征（主

共振的共振峰向外激励频率增大一侧弯曲的现象）。 

图 4b 展示了二阶挥舞模态稳态响应 2q 关于叶冠

法向接触刚度 sk 的分岔图。在区间①和区间③中， 2q

与 1q 的振动形式相同（均为周期–1 振动），但是在

区间②中 2q 表现为周期–3 振动，并且可以观察到与

1q 相同的幅值跳跃现象和硬弹簧特征。这是由于前两

阶挥舞模态间的内共振使系统能量在一二阶挥舞模 

态间转换，造成了主共振引起的一阶挥舞模态的幅值

跳跃现象和硬弹簧特征可以在二阶挥舞模态稳态响

应中观察到。 

在子区间①、②和③中分别选定一个 sk ，绘制该

sk 下叶片稳态响应的时域曲线和相图，如图 5~7 所

示。对比发现，随 sk 增大，一阶挥舞稳态响应始终为

周期–1 振动，而二阶挥舞则由周期–1 变为周期–3，

最后又变回周期–1 振动。另外，从图 5（区间①）中

一、二阶挥舞模态时域响应可以观察到明显的振动幅

值周期变化现象，并且前两阶挥舞模态振幅周期变 
 

 
 

图 5  s 1.407k  MN/m 时带冠叶片稳态响应 

Fig.5 Steady-state responses of the shrouded blade when s 1.407k  MN/m: a) the first flapwise modes;  

b) the second flapwise modes 
 

 
 

图 6  s 2.764k  MN/m 时带冠叶片稳态响应 

Fig.6 Steady-state responses of the shrouded blade when s 2.764k  MN/m: a) the first flapwise modes;  

b) the second flapwise modes 
 

 
 

图 7  s 8.191k  MN/m 时带冠叶片稳态响应 

Fig.7 Steady-state responses of the shrouded blade when s 8.191k   MN/m: a) the first flapwise modes;  

b) the second flapwise modes 
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化的相位相反。 

2）叶冠倾角对叶片稳态响应的影响。调整叶冠

倾角可直接改变冠间碰摩载荷法线方向，从而影响叶

片弯曲振动位移，最终造成带冠叶片动力学特性的改

变。因此，分析叶冠倾角对带冠叶片碰摩振动响应的

影响对实际工程中结构设计具有一定意义。  

图 8 绘制了不同叶冠倾角下叶片稳态响应的分

岔图，其中 α 的取值范围为 0°~90°。基于稳态响应的

振幅和周期特性，可将叶冠倾角取值范围分为 3 个子

区间：0°~α1（区间①）、α1~α2（区间②）、α2~90°

（区间③），其中 α1=38.96°和 α2=83.65°对应区间分

隔点。 
 

 
 

图 8  变叶冠倾角下带冠叶片稳态响应分岔图 
Fig.8 Bifurcation diagram of the shrouded blade versus  : a) the first flapwise modes; b) the second flapwise modes 
 
由图 8a 可以看出，随增大， 1q 在区间①~③中

先后表现为准周期、周期–1 及准周期振动。与图 4
相似，从区间②中可以观察到气动载荷与一阶挥舞模
态发生主共振（ω1=l）引起的共振峰，以及主共振诱
发的幅值跳跃现象和硬弹簧特征。 

变 下的 2q 的分岔图见图 8b。可以看出，区间

①和③中 2q 表现为准周期振动，而区间②中 2q 为周

期–3 运动。此外，区间②中 2q 表现出了与 1q 相同的

幅值跳跃现象和硬弹簧特征。这表明，在一、二阶挥
舞模态间存在着一阶挥舞模态的主共振和前两阶挥
舞模态的内共振组成的组合共振，一阶挥舞模态主共
振的动力学特性可以通过组合共振模态间的能量传
递作用出现在二阶挥舞模态的稳态响应中。  

3.2  变参数下组合共振瞬态及稳态响应 

由 3.1 节的分析可知，特定结构参数下带冠叶片

将同时发生一阶挥舞模态的主共振和前两阶挥舞模

态的 1︰3 内共振，从而表现出组合共振现象。 

在表 1 参数下，公式（13）中主共振和内共振的频

率解谐参数分别为 4
1 6.56 10   和 3

2 2.60 10   ，

然而忽略冠间碰摩作用时， 1 0.242  且 2   

0.650 。这说明忽略冠间碰摩作用下主共振和内共振

不会同时发生。由于组合共振使叶片稳态响应的幅值

和稳定性均会发生显著变化，因此在实际设计中，不

能忽视带冠叶片相邻叶冠接触诱发的组合共振现象，

避免造成结构的有害振动，甚至高周疲劳破坏。 

本节通过计算不同参数条件下带冠叶片组合共

振的瞬态及稳态振动响应，分析了参数对组合共振下

叶片瞬态及稳态响应的影响。在此之前，需要给出叶

片原始控制方程（9）的阻尼系数随叶冠法向接触刚

度 sk 的变化规律。定义原始振动控制方程第 k 阶模态

的阻尼比 / 2k k kc  。由图 9 可以看出，前两阶挥

舞模态的阻尼比均随法向接触刚度 sk 的增大而升高。 

 

 
 

图 9  前两阶挥舞模态阻尼比 
Fig.9 Damping ratio of the first two flapwise modes 

 
1）组合共振瞬态响应。任意初始位移扰动下，

组合共振系统将产生瞬态振动。计算并对比不同初始

扰动下多尺度方程（16）的瞬态响应，对研究组合共

振下带冠叶片瞬态响应的动力学特性具有重要价值。

由图 10 可以看出，相同初值下，前两阶挥舞模态振

动幅值的转换频率相同，但存在 π 的相位差。这表明

当组合共振被激发后，能量在两阶挥舞模态间转换，

由一阶挥舞模态传递到二阶挥舞模态，或反向传递。

对比图 10 和图 11 发现，初值的变化基本不影响组合

共振的瞬态响应幅值，仅影响幅值转换频率，振动初 
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图 10  初值为 1、0.01 时组合共振瞬态响应 1 2 -  

Fig.10 Transient responses of 1 2 -  under combination resonance when initial values equal 1 and 0.01 

 

 
 

图 11  变 1 对组合共振稳态响应 1 2 - 的影响 

Fig.11 Effect of 1  on steady-state responses of 1 2 -  under combination resonance: a) the first flapwise modes;  

b) the second flapwise modes 
 

值越大瞬态响应幅值转换频率越高。 

2）组合共振稳态响应。气动载荷诱使叶片发生

受迫振动，在短暂的瞬态振动过程后，结构将进入稳

态振动阶段。对比不同频率解谐参数和叶冠法向接触

刚度下方程（17）的稳态响应，有助于理解组合共振

下带冠叶片的动力学特性。 2 0  时，前两阶挥舞

模态在不同主共振解谐参数 1 下组合共振稳态响应

的幅频曲线如图 11 所示，方程（8）中几何非线性项

造成了叶片稳态响应中的硬弹簧效应。图 11a 中， 1
存在 4 个跳跃点（A1、B1、C1 和 D1）、3 段稳定域（A1

左侧区域 A1(–)、B1~C1 和 D1 右侧区域 D1(+)）和 2 段

不稳定域（A1~B1 和 C1~D1）。3 段稳定域和 2 段不稳

定域内， 1 分别为稳定的焦点和不稳定的鞍点。当

1 处于跳跃点 A1和 C1对应解谐参数时，随 1 增大，

1 分别向下跳跃到 B1~C1 和 D1(+)。当 1 处于跳跃

点 D1 对应解谐参数时，随 1 减小， 1 向上跳跃到

A1(–)。当 1 处于跳跃点 B1 对应解谐参数时，随 1
减小， 1 既可能向上跳跃到 A1(–)，也可能向下跳跃

到 D1(+)。 

与一阶挥舞模态稳态响应类似，图 12b 中 2 的

幅频曲线也存在 4 个跳跃点（A2、B2、C2 和 D2）、3

段稳定域（A2 左侧区域：A2(–)、B2~C2 和 D2 右侧区

域 D2(+)）和 2 段不稳定域（A2~B2、C2~D2）。对比

图 13a、b 中的响应幅值发现，在 B1~C1 内， 1 小于

跳跃点 A1 对应 1 ，然而稳定域 A2~B2 内 2 均大于跳

跃点 2A 对应 2 。这造成了当 1 处于跳跃点 A2 对应

解谐参数时，随 1 增大， 2 既可以向上跳跃到

B2~C2，又可以向下跳跃到 D2(+)，而处在 B2 对应解

谐参数时，随解谐参数减小， 2 只能向下跳跃到

A2(–)。这种稳定域 Bi~Ci 内 1 整体下降，而 2 整体

上升的现象，说明脊骨线位置组合共振对系统的影响

增强，这加强了耦合模态间的能量传递作用，由一阶

挥舞模态传递到二阶挥舞模态的能量最多。 

sk 变为原始值的 1/2 和 2 倍时，叶片的稳态响应

如图 12 和 13 所示。对比图 11~13 可以发现， sk 减半

后， 1 2  的最大值显著升高，并且不稳定域 A2~B2、

C2~D2 对应的解谐参数区间分别由 1  (0.88,1.52)和

(0.72,2.00)扩大至 (0.84,7.05)和 (0.83,10.00)。与之相

反，当 sk 扩大至原始值的 2 倍后， 1 2  的跳跃点及相

应不稳定域完全消失。分析可知，增大叶冠法向接触

刚度提高了前两阶模态的阻尼比（见图 9），从而抑

制了结构振动，减小了不稳定域对应解谐参数区间的 
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图 12  s0.5k 下变 1 对组合共振稳态响应 1 2 - 的影响 

Fig.12 Effect of 1  on steady-state responses of 1 2 -  under combination resonance when s0.5k :  

a) the first flapwise modes; b) the second flapwise modes 
 

 
 

图 13  s2k 下变 1 对组合共振稳态响应 1 2 - 的影响 

Fig.13 Effect of 1  on steady-state responses of 1 2 -  under combination resonance when s2k :  

a) the first flapwise modes; b) the second flapwise modes 
 

宽度；当阻尼过高时，稳态响应中的不稳定域被完全

抑制。 
1=0 时，变内共振解谐参数 2 下叶片前两阶

挥舞组合共振的幅频曲线如图 14 所示，揭示了叶片

稳态响应随 2 的变化规律。方程（8）中几何非线

性项使叶片稳态响应表现出软弹簧特征。图 14a 中， 

1 存在 2 个跳跃点（A1、B1）、2 段稳定域（A1 左侧

区域 A1(–)、B1 右侧区域 B1(+)）和一段不稳定域

（A1~B1）。当 2 处于 A1 对应解谐参数时，随 2 增

大， 1 向下跳跃到 B1(+)。当 2 处于 1B 对应解谐参

数时，随 2 减小， 1 向上跳跃到 A1(–)。 

2 存在 2 个跳跃点（A2、B2）、2 段稳定域（A2 

 

 
 

图 14  变 2 对组合共振稳态响应 1 2 - 的影响 

Fig.14 Effect of 2  on steady-state responses of 1 2 -  under combination resonance:  

a) the first flapwise modes; b) the second flapwise modes 
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左侧区域 A2(–)、B2 右侧区域 B2(+)）和一段不稳定域

（A2~B2）。A2(–)内， 2 随 2 的增大而增大。然而，

B2(+)内， 2 随 2 增大而减小。这是由于 2 对应内

共振模态间的频率差，该频率差值处于脊骨线（共振

峰）附近频率区间时，内共振对结构的影响最强，由

一阶挥舞模态传递到二阶挥舞模态的能量最多，最终

造成了该频率区间中 1 减小而 2 增大。 

0.5 和 2 倍 sk 下叶片的稳态响应如图 15 和 16 所

示。对比发现，0.5 倍 sk 下， 1 2  的最大值显著增大，

不稳定域 Ai~Bi 对应的解谐参数区间由 2  (1.41, 

1.50)增大至(1.42,1.68)。当 2 倍 sk 下， 1 2  的不稳定

域及相应的跳跃点完全消失。如前所述，这同样是由
于增大叶冠法向接触刚度增强了叶片阻尼（见图 9），
而阻尼的增大最终减弱了叶片振动幅值。 

 

 
 

图 15  s0.5k 下变 2 对组合共振稳态响应 1 2 - 的影响 

Fig.15 Effect of 2  on steady-state responses of 1 2 -  under combination resonance when s0.5k :  

a) the first flapwise modes; b) the second flapwise modes 
 

 
 

图 16  s2k 下变 2 对组合共振稳态响应 1 2 - 的影响 

Fig.16 Effect of 2  on steady-state responses of 1 2 -  under combination resonance when s2k :  

a) the first flapwise modes; b) the second flapwise modes 
 

4  结论 

本研究分析了面内碰摩作用下带冠叶片组合共

振的动力学特性，其中组合共振为一阶挥舞模态主共

振和前两阶挥舞 1︰3 内共振的组合。首先，基于谐

波平衡法和多尺度法建立了组合共振下带冠叶片的

控制方程。随后，计算了叶片原始方程在不同设计参

数下的稳态响应，发现了响应中的组合共振现象。最

后，分析了组合共振下多尺度方程瞬态及稳态响应随

参数的变化规律。研究发现，特定参数条件下，带冠

叶片将发生组合共振，然而忽略接触非线性影响时，

内共振和主共振将不会同时发生，从而不存在组合共

振现象。瞬态响应表明，外激励通过主共振传递到一

阶挥舞模态的能量基于内共振模态间的耦合作用传

递到二阶挥舞模态。稳态响应表明，几何非线性使前

2 节挥舞模态可以相互传递能量，在共振峰附近时能

量传递作用最强。改变叶冠法向接触刚度将会影响叶

片阻尼，增大法向接触刚度可以增强阻尼，从而抑制

稳态响应幅值，并缩窄不稳定域的宽度。本研究的结

论丰富了带冠叶片动力学特性的研究成果，揭示了组

合共振下叶片动力学特性随参数的变化规律，为组合

共振下叶片的减振设计提供了理论依据和设计思路。 
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