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摘要：针对传统正态容差上限方法在确定平台振动环境条件时，不适合处理小样本实测数据统计归纳

的问题，提出了利用Bootstrap法对测量样本重采样，进而统计归纳振动环境条件的计算方法。首先利用

Bootstrap法对来自正态分布的试验数据进行容差上限估计，通过与真值的对比分析，验证各种自助置信区

间估计方法的适用性，而后提出使用纠偏百分位法和Bootstrap-t法对小样本振动测量数据进行归纳。最

后，分别对某型飞机实测数据进行了统计归纳，并与传统容差上限估计方法进行了对比分析。
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Abstract：Traditional normal upper tolerance limit method is not suitable for statistical reduction of measured small sample
data in determination of vibration environmental condition of platform. A calculation method to statistically reduce vibration
environmental condition by using Bootstrap method resampling on measured specimen. Upper tolerance limit of test data with
normal distribution was estimated using Bootstrap method. The applicability of confidence interval estimation methods was verified
through comparison with true values. Bias-corrected bootstrap method and bootstrap-t method were put forward for statistical
reduction of measured small sample data. The upper tolerance limits of vibration were estimated and compared by the above method
and the traditional computation methods using flight measurements of some aircraft.
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随着GJB 150A的颁布实施，需要优先考虑使用

实测数据来确定振动环境条件，并据此进行振动试

验。GJB 150.18A附录中规定了有测量数据时确定

极值环境条件的方法，如单边正态容差上限（NTL）
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和正态预测上限（NPL）等参数上限方法，包络上限

（ENV）、自由分布容差上限（DFL）和经验容差上限

（ETL）等非参数统计方法。国内于2000年实施的

GJB/Z 126-99中提出的统计容差法是对一定样本量

下服从正态分布的振动数据进行统计归纳的方法。

在工程实际中，某些飞行状态不具备实测条件或历

史飞行资料较少时，环境数据统计归纳样本量较小，

已有的各种环境测量数据方法得到的振动试验条件

大都偏于严酷，与实际的随机振动环境相差较大，无

法反映产品实际经历的随机振动环境。

综上所述，目前大部分常用振动实测数据统计

归纳方法对统计特征量的概率分布和统计样本量均

有一定要求，而飞行环境实测样本受型号研制周期

和研制经费限制很难满足以上要求。文中尝试利用

自助抽样算法对概率分布特性未知、样本量较小的

实测数据进行二次抽样，借鉴目前国内常用的正态

容差上限法使用P99/90或P95/50准则确定随机振动

环境条件。

1977年，美国Stanford大学统计学教授Efron在

前人研究成果的基础上提出了一种新的增广样本统

计方法，即Bootstrap方法，为解决小子样数据归纳问

题提供了很好的思路[1—2]。Bootstrap法是用现有的样

本资料去模仿未知的分布，直接利用试验数样本据

确定先验分布。该方法能充分利用子样本身的信

息，对于总体分布不需要做出假定。近年来，

Bootstrap法在均值估计、标准差估计、回归分析、区

间估计、假设检验和交叉验证等范围内得到广泛应

用[3—7]。文献[8]中W.O.Hughtes等人对大力神-IV号

仪器舱整流罩发射阶段声振数据分析时，分别利用

NTL的P95/50，P99/90原则和Bootstrap法等2种不同

的方法归纳得到相近的声振环境条件。

下面首先介绍Bootstrap方法的基本原理和基于

Bootstrap的5种参数置信区间估计算法；然后，提出

实现Bootstrap统计归纳振动环境数据的算法流程；

最后通过仿真确定适合随机振动测量数据容差上限

估算的最佳区间估计方法，并在某型飞机外场实测

数据统计归纳中进行应用。

1 基本原理

Bootstrap方法的数学描述：设随机样本 X=（x1，

x2，…，xn），来自未知的总体分布F，R（X，F）为总体

分布F的某个分布特征，它是X和F的函数。现要

求根据观测样本X=（x1，x2，…，xn）估计R（X，F）的某

个参数（如均值、方差或分布密度函数等）。例如，

设θ=θ（F）是总体分布F的某个参数，Fn是观测样

本 X的经验分布函数，
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现要由观测样本 X=（x1，x2，…，xn）估计 R（X，F）
的分布特征，显然此时R（X，F）的均值和方差分别为

θ（F）估计误差的均值和方差。Bootstrap方法的实

质就是一个再抽样过程，通过对观测数据的重新抽

样产生再生样本来模拟总体分布，计算R（X，F）分布

特征的基本步骤归纳如下。

1）根据观测样本X=（x1，x2，…，xn）构造原始样本

经验分布函数Fn：
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式中：x（1）≤x（2）≤…≤x（n），是将原始样本X=（x1，

x2，…，xn）按从小到大顺序排列，所得到的样本次序

统计量x（1），x（2），…，x（n）。

2）用仿真法从 Fn中随机抽取N组样本 X*（j）=
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$ " j=1，2，…，N，此再生样本称为

Bootstrap样本，自助样本维数为n。
3）计算Bootstrap样本统计量：
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式中：

书书书

!

!

"

是Bootstrap样本的经验分布函数；Rn表

示Tn的Bootstrap统计量。由于通过小样本试验不可

能得出θ（F），所以采用

书书书
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4）用Rn的分布去模拟Tn的分布。即有θ（F）≈
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，可以得到N个θ（F）的样本，即可统计

求出未知参数θ的分布及其特征值。

2 参数置信区间估计

在总体分布未知的情况下，Bootstrap抽样提供

了经典统计方法难以实现的区间估计方案。利用上

面的分布

书书书

!

!

"

，将

书书书

!

!

!!

!

"

" 简记为

书书书

!

!

!

!!" # j=1，2，…，
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N，下面使用5种方法估计未知参数θ的置信区间。

2.1 正态近似法

正态近似法是利用当

书书书
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!的分布服从或近似服从

正态分布的特点，计算出N组自助样本均值
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!和方

差Var（θ*），设定显著性水平α，θ的（1-α）标准

Bootstrap置信区间为：
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其中
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数。

2.2 百分位法

百分位法是利用Bootstrap经验分布的第α/2和

1-α/2分位点分别是在（1-α）置信水平下统计量θ

置信区间上、下限的一种估计方法。即将
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从小到大的顺序依次排列，可以得到顺序统计量
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区间的上、下限为：
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2.3 t-百分位法

t-百分位法是在对百分位Bootstrap方法改进的

基础上得到的，分别计算原样本和自助样本标准差

估计
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排列。获得参数θ置信度为（1-α）的Bootstrap区间

估计为：
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2.4 纠偏百分位法

应用上述3种区间估计方法时，如果出现大部

分 Bootstrap 估计量
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，这就意味着

Bootstrap模拟“低估”了
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，为了纠正这一偏差，置信

边界必须向大值移动。这个过程通过纠偏量b0的计

算完成，定义：
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式中：
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为示性函数，其定义如下：
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考虑纠偏后，可构造纠偏百分位估计的置信区

间
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$& ，其 中 p1=Φ（Z α/2 +

2b0）；p2=Φ（Z1-α/2+2b0）；Φ（·）为标准正态分布函数；

Zα为标准正态分布分位数。

2.4 纠偏加速百分位法

纠偏加速百分位法是在纠偏百分位法基础上使

用加速参数a进行修正。计算步骤如下：

1）利用刀割法剔除第 i个观测样本后得到样本

特征估计值
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3）根据式（9）计算加速参数a的估计结果：
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4）执行纠偏百分位法，获得偏差修正参数b0；

5）根据如下公式计算修正后的第α/2和1-α/2

分位点系数参数：
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同百分位法，第α/2 和 1-α/2 分位点分别是

在（1-α）下统计量θ的置信区间的上、下限
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3 基于Bootstrap法的随机振动环境

测量数据归纳流程

在获得飞行实测数据后，需要经过样本选取、数
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据预处理分析和集合检验，方可计算得到飞机平台

某区域的功率谱密度样本。然后利用预先给定的概

率值和置信度，采用各种区间估计方法进行容差上

限估计，就可确定该平台区域振动环境条件，如公式

（12）所示。

xu（N，γ，β）=xc.u.+zβσc.u. （12）

使用如上提出的Bootstrap参数置信区间估计

法，进行某一频率点随机振动环境测量数据的上限

估计，详细步骤如下。

1）输入多次测量功率谱密度 PSD=（PSD1，

PSD2，…，PSDn），计算样本均值
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规范化所有频点谱密度

数据，拟合经验分布函数，给定概率值β，确定等效

P99或P95分位点 zβ数值；

3）以原始谱密度为基础进行再抽样，获得

1 个 Bootstrap 样 本
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4）由Bootstrap自助样本
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5）重复3），4）步N次，N≥1000；

6）计算 N组自助统计特征参数
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2，…，N，给定置信度γ，利用上述置信区间估算方法

计算上限xu（N，γ，β）。

7）估算所有频率点容差上限，获得随机振动实

测谱。

4 仿真验证分析

为了对比目前常用参数上限估计方法与上述各

种基于Bootstrap的参数置信区间估计方法在小样本

随机振动测量数据归纳中的优劣，进行下面的验证

模拟计算。

假定功率谱密度样本服从对数正态分布 x=lg
PSD～N（-2，0.52）。从中随机抽出10组容量为10的

子样，采用3类方法分别计算实测功率谱谱密度的

P99/90置信上限，概率为0.99的母体容差上限真值

查标准正态分布表为-0.8368。其中自助抽样为

2000组，将各组子样的均值和标准差、估算结果及与

真值偏差见表1，估算偏差比较如图1所示。

表1和图1中NTL表示使用GJB150A中单边容

表1 各组正态分布子样数据均值、标准差和上限估算结果

Table 1 Estimation results of mean value, standard deviation, and upper limit

编号

均值

标准差

NTL

GJB/Z 126

1

-2.156

0.467

-0.508

0.329

-0.357

0.48

-0.712

0.125

-0.874

-0.037

-0.846

-0.009

-0.767

0.07

-0.754

0.083

2

-2.148

0.450

-0.558

0.279

-0.412

0.425

-0.625

0.211

-0.807

0.03

-0.796

0.04

-0.674

0.163

-0.615

0.222

3

-2.099

0.471

-0.436

0.401

-0.283

0.554

-0.670

0.167

-0.828

0.009

-0.852

-0.015

-0.701

0.136

-0.661

0.176

4

-2.015

0.445

-0.443

0.394

-0.298

0.538

-0.572

0.265

-0.734

0.103

-0.708

0.128

-0.614

0.223

-0.578

0.259

5

-2.269

0.459

-0.649

0.187

-0.501

0.336

-0.730

0.107

-0.899

-0.062

-0.862

-0.025

-0.765

0.072

-0.698

0.139

估算值

偏差

估算值

偏差

Boot

strap

正态近

似法

百分

位法

t百分

位法

纠偏百分

位法

纠偏加速

百分位法

估算值

偏差

估算值

偏差

估算值

偏差

估算值

偏差

估算值

偏差

6

-2.087

0.552

-0.138

0.698

0.040

0.877

-0.169

0.668

-0.403

0.434

-0.376

0.461

-0.227

0.609

-0.183

0.654

7

-2.083

0.401

-0.669

0.168

-0.539

0.298

-0.718

0.119

-0.885

-0.048

-0.831

0.006

-0.825

0.011

-0.788

0.049

8

-1.885

0.508

-0.090

0.747

0.074

0.911

-0.296

0.54

-0.484

0.353

-0.494

0.343

-0.326

0.51

-0.275

0.562

9

-2.070

0.434

-0.538

0.299

-0.397

0.44

-0.626

0.211

-0.890

-0.053

-0.862

-0.025

-0.821

0.015

-0.784

0.053

10

-2.050

0.423

-0.554

0.282

-0.417

0.42

-0.739

0.098

-0.882

-0.045

-0.871

-0.035

-0.785

0.051

-0.754

0.082
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差上限方法的计算结果，GJB/Z 126表示使用了国军

标126中针对随机振动测量数据容差上限系数计算

的结果，Bootstrap方法分别使用了5种置信区间估计

方法获得容差上限。从图1中各种估算方法与真值

偏差绝对值可以清晰看出，与容差上限真值-0.8368

相比，百分位法和 t-百分位法容差上限估算结果与

真值最相近，其余估算方法与真值相近程度从小到

大依次为纠偏百分位法、纠偏加速百分位法、正态近

似法、NTL法和GJB/Z 126-99方法。尤其是从NTL

和GJB/Z 126方法估算结果可以看出，二者估算值远

大于母体真值，平均偏差分别高于真值 35%和

52%。可见在小样本条件下，常用的参数上限估算

方法确定的P99/90容差上限严重偏离实际情况，已

不适用于随机振动环境数据测量归纳。

从表1中估算值与真值的偏差正负可以看出，

纠偏百分位法、纠偏加速百分位法、正态近似法、

NTL法和GJB/Z 126方法均大于真值，而百分位法和

t-百分位法容差上限部分估算值低于母体真值。由

于采用百分位法和t-百分位法中低于母体真值的估

算值确定环境条件，可能无法保证经过该条件考核

的产品能够完全耐受极端振动环境应力，因此文中

优先选用自助纠偏百分位法用于小样本下随机振动

环境测量数据归纳。为了能充分利用最接近母体真

值的 t-百分位法归纳测量数据，经过多次抽样模拟

计算，发现将Bootstrap方法估算置信度提高后，t-百
分位法的估算结果不仅逼近母体真值，并且全部分

布于大于母体真值的范围内。

分析图1中数据可以发现，所有容差上限估算

方法无一例外地受到了子样信息优劣程度的影响，

即子样统计特征能否较好地反映总体特征的影响。

如第6组样本和第8组样本，样本方差和均值分别严

重偏离了母体方差和均值，相应各种估算方法获得

的容差上限值均偏离真值，尤其是NTL方法和GJB/

Z 126方法对子样信息的优劣程度最为敏感。由此，

受正态分布中小样本抽样的局限性，各个归纳方法

的估算偏差与样本量之间的关系在后续应用实例中

进行研究。

综合以上分析，文中选择自助纠偏百分位法和

t-百分位法用于小样本下随机振动环境测量数据归

纳。

5 应用实例

现获取某飞机舱段某飞行状态区间内90条谱

样本数据，依次从中任选5条、10条、20条、50条和

90条样本分别使用NTL、GJB/Z 126法、自助纠偏百

分位法和Bootstrap-t百分位法估算实测谱上限，其

中假设使用90条谱样本估算的容差上限为实际真

值。为了对比各种估算方法在实测数据归纳中的应

用效果，计算各实测谱的均方根及与真值偏差见表2

和如图2所示。

在Bootstrap方法中确定等效分位点值时，为避

免某一特定频段数据样本太少导致制作的直方图精

度较差问题，将所有频段样本规范化后进行混合，最

终确定选用不同数量谱样本时P99分位点值。

选取谱样本数据量分别为5和90时，各方法归

纳实测谱如图3和图4所示。

对比表2和图2中估算结果可以看出，在样本数

图1 不同归纳方法上限估算偏差比较

Fig. 1 Comparison of upper limit estimation error by different

reduction method

图2 4种归纳方法估算实测谱均方根偏差比较

Fig. 2 Comparison of spectrum RMS error of 4 reduction meth-

ods with measured value
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为5时，NTL法、GJB/Z 126 -99法计算谱密度上限远

高于实际值，尤其是NTL法估算得到的实测谱均方

根基本比实际值高约40%。自助法估算结果与实际

值相近，所估算均方根值仅比实测值低约5%。同

时，在该样本量下，还可在自助法中通过提高置信度

获取更为准确的估计结果，例如使用P99/93原则。

随着样本数从5增加到90时，各种估算方法均

不断逼近真值。当样本数取10时，自助法基本靠近

真值，均方根值比真值仅高3%，而NTL法和GJB/Z

126法分别比真值高23%，15%；当样本个数增加到

50时，GJB/Z 126和自助法估算结果之间基本无差

别；当样本量达到90时，4种方法估算结果之间已无

表2 不同母样本数时各种方法估算的实测谱均方根

Table 2 Measured spectrum RMS with estimation by different methods for different sample number

样本个数 5

0.389

0.109

0.346

0.066

0.264

-0.016

0.265

-0.015

10

0.345

0.065

0.323

0.043

0.288

0.008

0.288

0.008

20

0.316

0.036

0.302

0.022

0.289

0.009

0.289

0.009

50

0.297

0.017

0.287

0.007

0.286

0.006

0.285

0.005

90

0.282

—

0.282

—

0.283

—

0.283

—

实测谱

均方根

NTL

法

GJB/Z

126 -99法

纠偏百分

位法

t百分

位法

估算值

偏差

估算值

偏差

估算值

偏差

估算值

偏差

图3 谱样本数为5各种方法谱密度容差上限估算

Fig. 3 Upper limit estimation of spectrum density tolerance by 5 methods when sample number is 5
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差别。说明随着实测样本量的增加，Bootstrap方法

的优势降低，4种方法估算结果差异逐渐变小，同时

由于Bootstrap方法相对NTL法和GJB/Z 126 -99法

计算量偏大，此时不建议使用。在样本数较小时（如

10），将NTL法和GJB/Z 126法用于随机振动环境数

据归纳，最终确定的振动环境条件将比实际情况偏

严酷，从而会造成对产品的过设计或过试验甚至造

成破坏性，而Bootstrap方法估算值更接近工程实际，

因此可作为一种小样本下随机振动环境测量数据归

纳的参考方法。

6 结论

讨论了小样本下振动实测数据容差上限估计的

非参数Bootstrap方法，通过仿真和实例应用分析，可

得到以下结论。

Bootstrap方法无需假设参数的先验分布特性，

采用了二次抽样技术，增加了样本容量，与传统的参

数容差上限法相比，提高了小样本情况下的估计精

度，可为平台振动环境条件的确定提供一个新的选

择。在各种自助方法中，Bootstrap纠偏百分位法和

Bootstrap-t百分位法相对更靠近真值，误差更小，一

定程度上克服了实测样本量小的缺点，具有较强的

推广应用空间。
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图4 谱样本数为90各种方法谱密度容差上限估算

Fig. 4 Upper limit estimation of spectrum density tolerance by different methods when sample number is 90
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特别指出的是ηAB中2种缓蚀剂浓度之和必须与A，

B单独作用时的浓度相等。当S>1时，有缓蚀协同作

用；当 S<1时，有拮抗作用；当 S=1，无任何相互作

用。总质量浓度为500 mg/L时，不同浓度比的缓蚀

剂复配后对应的效应系数结果见表4。

由表4反映出的数据可以看出，S均小于1，说明

葡萄糖酸钠与钼酸钠之间存在拮抗效应，该2种缓

蚀剂不适宜进行复配。因为复配后不仅缓蚀效率没

有提高，反而对缓蚀剂作用的发挥产生抑制。

3 结论

1）葡萄糖酸钠是一种阴极型缓蚀剂，其质量浓度

为0～500 mg/L时，在3% NaCl溶液中对10CrSiNiCu

低合金钢的缓蚀效率随浓度的增大而增大。

2）钼酸钠是一种阳极型缓蚀剂，其质量浓度为

0～1000 mg/L时，在3% NaCl溶液中对10CrSiNiCu低

合金钢的缓蚀效率随浓度的增大先增大后减小。当

浓度为500 mg/L时，缓蚀效率为94.73%。

3）葡萄糖酸钠与钼酸钠复配后有拮抗作用，不

利于二者缓蚀作用的发挥，因此在使用缓蚀剂时，应

避免二者混合使用，至于二者抑制机理还有待进一

步研究。
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Table 4 Effect coefficient after combination
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