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Welch谱估计的随机误差与置信度

朱学旺，刘青林，张思箭
（中国工程物理研究院总体工程研究所，四川 绵阳 621999）

摘要：目的 分析Welch谱估计的随机误差及置信度。方法 首先导出Welch谱估计量随机误差的

表达式，然后采用正态标准化处理方法，将Welch谱估计分量转化为χ2变量。结果 获得了 Welch

谱估计的置信度分析方法。结论 以128自由度的Welch谱估计结果的随机误差（12.5％）作为相对

置信区间，则其置信概率为68.4％，若要达到95.5％以上置信概率，则Welch谱估计的自由度不能

小于512，相应的随机误差为6.25％。
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ABSTRACT：Objective To analyze the random error and confidence level of Welch estimation for power spectral
density (PSD). Methods The expression for Welch PSD estimation random error was firstly deduced, and the Welch
spectral estimation component was converted into χ 2 variable by standardizing as a square sum of normal Gaussians.
Results An analysis method for the confidence level of Welch spectral estimation was obtained. Conclusion The
confidence probability for a 128 DOF Welch PSD estimation was 68.4% when the relative confidence interval described
by the random error was 12.5%. To increase the confidence probability to 95.5%, the DOF of Welch PSD estimation
must be no less than 512, corresponding to a random error of 6.25%.
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振动环境工程研究中，通常采用Welch方法来

获得随机振动信号的功率谱密度估计（Welch谱估

计）[1—2]。Welch谱估计本质上是修正周期图方法的

一种，其做法是通过对振动信号的分段平滑、数据重

叠以及加窗处理等技术，以达到降低谱估计方差的

目的。Welch谱估计是一致估计，即当用于谱估计的

每段数据足够长且数据段足够多时，Welch谱估计结

果的偏差和方差均等于0或趋于0[3—4]。令人遗憾的
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是，工程中用于谱估计的数据总是有限的，既不能保

证每段数据足够长，也不能保证数据段足够多，即使

对于平稳随机过程也是如此。为了便于操作，GJB

150.16A[5]和MIL-STD-810F[6]对Welch谱估计给出了

推荐要求：统计自由度不少于120，在试验频带内至

少保证400线。换句话说，至少要60段数据，每段数

据的长度要确保谱分析后的带宽小于5 Hz（当试验

频率上限为2000 Hz时）。在这种状态（自由度取

128）下获得的Welch谱估计，可以证明其随机误差

与相同自由度χ2的随机误差相同（约为12.5％）。也

就是说，该Welch谱估计的标准差与其均值（真值）

的比为12.5％，但是其在一定置信概率下的置信区

间并不知道。

为了提高welch估计的精度，加窗技术的研究一

直受到相关研究人员的关注[7]。合理的窗函数，可以

减小因为数据截断带来的能量泄露，继而减小谱估

计的系统误差。谱估计的精度可以采用估计的偏差

与估计的方差表示，小的方差表明单次估计接近真

值的可能性大，是一种定性描述[3]。Welch谱估计的

精度也可以定量描述，此时将谱估计结果作为一个

随机变量的一次实现，可采用置信度分析方法获得

其置信度与置信区间。文献[8—10]采用定量方法讨

论了Welch谱估计的精度。针对不同的分布概率，

其置信度分析的重点各异，文献[11]对置信度分析的

现状进行了总结，而文献[12—13]对 t分布变量的置

信区间开展了专门研究。形式上，Welch谱估计可以

表述为多个变量的平方和，与数学上定义的χ2分布

变量具有类似的形式。一些经典的谱分析论著在讨

论谱估计时也直接给出了与χ2分布变量相同的随

机误差[3，14—15]，却没有进行详细的说明。文中给出了

Welch谱估计随机误差的导出过程，试图证明其正确

性。另外，为了进一步理解Welch谱估计随机误差

的物理意义，研究了Welch谱估计结果的置信概率

及对应的置信区间。通过正态标准化处理，能够将

χ2变量的置信度分析方法应用于Welch谱估计结果

的置信度分析。

1 χ2变量统计分析方法[14]

数学上定义的χ2（n）变量为n个独立的N（0，1）

变量x1，x2，…，xn的平方和。即：

χ2（n）=
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m=E［χ2（n）］=nE［x2］=n
σ2=E［（χ2（n））2］-（E［χ2（n）］）2=2n
以均值和方差表述随机过程χ2（n）的随机误差

为：
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χ2（n）变量的概率分布p（Z=χ2（n））为：

p（Z=χ2（n））=［2n/2Γ（n/2）］-1（Z）（n/2-1）e-Z/2，Z≥0

（2）

式中：Γ（n/2）为Gamma函数，Γ（α）=
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e-xdx。
置信概率与置信区间存在以下关系：

P{a≤Z≤b} =P{a＜Z}-P{b＜Z} =
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（Z）（n/2-1）e-Z/2dZ=I（a，n）-I（b，n） （3）

式中：a，b 分别为置信区间的下限和上限，可查

表得到 I（a，n），I（b，n）后反推获得。自由度数较大

的χ2（n）变量的分位数见表1，不同置信概率80％，

95％，99％下的置信区间结果（利用了对称性假设）

如图1所示[16]。

已知置信区间的上下限 a，b时，可直接求得其

对应的置信概率；反之，已知置信概率也可以导出对

应的置信区间，只是此时需要假定上下限之外的概

率分布。通常的做法是假定对称[16]，即小于置信区

间下限的概率与大于置信区间上限的概率相等。

表1 χ2（n）分布的概率分布

Table 1 Probability contribution of large D.O.F. χ2（n）variable

64

128

256

512

0.99

40.65

93.74

206.32

440.51

0.98

42.96

97.32

211.70

448.44

0.95

46.59

102.87

219.95

460.53

0.9

49.99

107.97

227.46

471.44

0.8

54.34

114.38

236.79

484.89

0.7

57.62

119.15

243.67

494.75

0.5

63.34

127.33

255.33

511.33

0.3

69.42

135.88

267.36

528.28

0.2

73.28

141.24

274.82

538.72

0.1

78.86

148.88

285.39

553.41

0.05

83.68

155.40

294.32

565.75

0.02

89.34

162.96

304.59

579.84

0.01

93.22

168.13

311.56

589.37

0.001

104.72

183.19

331.66

616.61

p
n
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2 Welch谱估计的随机误差

为了导出Welch谱估计随机误差的表达式，首

先回顾Welch谱估计方法。本质上，Welch谱估计是

B-T估计的一种修正，其技术特点是加窗、分段平滑

和重叠。具体过程是：将N个数据{x（0），x（1），…，x
（N-1）}分为K段，每段数据长度为L，其中有L－D个

数据为相邻段的重叠数据（D≤L），则：

N=L+D（K-1） （4）

第 i段的L个数据为：

xi（n）=x（n+iD），n=0，1，…，L-1，i=0，1，…，K-1
对每一段数据进行加窗处理，并分别计算其

B-T周期图，有：
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式中：
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参数，引入它的目的是为了确保周期图
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然后对各周期图进行平滑处理，获得N个数据

的Welch谱估计：
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由公式（5），（6）可知，Welch谱估计与原始信号

（已经加窗处理）傅立叶变换的实部与虚部的平方和

成正比。这样，公式（6）可改写为：
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式中：γ为常数，
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经加窗处理的第m段数据对应的傅立叶变换之实部

与虚部（m=0，2，…，K-1）。

可以证明，当原始信号满足零均值正态分布时，

其傅立叶变换的实部与虚部也满足零均值正态分

布，且相互独立[15]，但是，不能保证其方差为1。为了

能够利用第1节的结论，对傅立叶变换的实部与虚

部进行正态标准化处理，此时，式（7）改写为：
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式中：θ=γλ2，λ为傅立叶变换的实部与虚部

的标准差（假设其相同）。显然，
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式中：
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" 是自由度为2K的χ2变量。因此，

容易导出：
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于是，Welch谱估计
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这正是
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变量的随机误差表达式。

3 Welch谱估计的置信分析

依据公式（8）不难看出，
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的，而
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" 的置信分析可以按照第1节介绍的方

法进行，因此，Welch谱估计的置信度也能够相应导
出。即：
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一般而言，θ值的确定并非易事，因此，给定置

信概率下，Welch谱估计
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" 的置信区间［a，b］无

法直接导出[17]。

由
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图1 χ2（n）变量的置信区间随统计自由度的变化

Fig.1 Relationship between confidence interval and D.O.F. of

χ2（n）variable
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式（12）表明，尽管无法确定因为标准化处理而

引入的常数因子θ的具体数值（当然也无法定量给

出Welch谱估计的置信区间），但是却可以定量描述

Welch谱估计与其均值的比的置信范围（不妨称之为

相对置信区间），而且取值恰好是标准

书书书
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变量的置

信区间结果。

同样地，如果给定置信区间［a，b］，直接求解

Welch谱估计
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" 的置信概率是困难的。这时可

以将置信区间［a，b］转化为的相对置信范围［a1，b1］，

即：
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⇒a /θ=2Ka1，

b /θ=2Kb1 （13）

这样，便可以获得相应的置信概率。

4 算例及分析

算例一[14]：假定谱估计结果S0满足χ2分布，其分

析自由度为10，则其在置信概率为80％的置信区间

为（4.87，15.99），即：
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式中：SM为谱估计变量的统计均值。

相应地，99％的置信概率对应的置信区间为：

0.397S0＜SM＜4.63S0。

算例二：假定S0的自由度为64，重复算例一的计

算过程。其结果为：0.82S0＜SM＜1.28S0对应于置信

概率80％；0.66S0＜SM＜1.66S0对应于置信概率99％。

算例三：假定S0的自由度为128，重复算例一的计

算过程。其结果为：0.86S0＜SM＜1.19S0对应于置信概

率80％；0.74S0＜SM＜1.41S0对应于置信概率99％。

从上述3个算例可以看出，随着自由度的增加，

Welch谱估计的置信区间越来越趋向于均值集中。

应用公式（12）可知，上述结果同样适用于工程中经

常出现的高斯过程（均值为 0，方差不等于 1）的

Welch谱估计。

GJB 150.16A和MIL-STD-810F都推荐谱估计的

自由度要大于120，下面针对算例三进行专门分析。

其结果表明，对应于置信概率80％，128自由度的

Welch谱估计的均值在估计值的0.86～1.19倍之间，

换句话说，估计值可能是均值的0.84～1.16倍；对应

于置信概率99％，128自由度的Welch谱估计的均值

在估计值的0.74～1.41倍之间，即估计值可能是均

值的0.71～1.35倍。这一结果应该引起工程界的重

视，因为获得的Welch谱估计可能比真实的谱高，也

可能低。

128 自由度的 Welch 谱估计的随机误差为

12.5％，用此构造相对置信区间，则具有相同置信概

率的χ2变量的置信区间为（87.5％×128，112.5％×

128），对应的置信概率为68.4％。这是一个令人遗

憾的结果，其表明128自由度的Welch谱估计结果仅

有68.4％的置信概率能够实现其结果在真值的上下

12.5％的范围内。

为了提高置信概率（依然以均值的上下波动

12.5％作为相对置信区间），增加Welch谱估计的自

由度，例如自由度取512，则其置信概率为95.5％。

即有95.5％的可能，保证512自由度的Welch谱估计

结果在均值的上下12.5％的范围内，此时，Welch谱

估计的随机误差为6.25％。从这个意义上说，也许

标准推荐的Welch谱估计的自由度120未必合适，尤

其对于具有长数据的平稳随机振动的项目。

5 结论

1）Welch谱估计的随机误差与标准χ2变量的

随机误差相同，仅与统计自由度有关。

2）基于χ2变量的置信分析方法可以应用于

Welch谱估计的置信分析。

3）128 自由度的 Welch 谱估计的随机误差为

12.5％，以此作为谱估计的相对置信区间，其置信概

率仅为68.4％，若要提高置信概率到95％，则Welch

谱估计的自由度要512以上，此时的随机误差小于

6.25％。

4）结论未考虑χ2变量概率密度函数的不对称

性。
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