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模时，将非线性单元产生的非线性力作为位移或速度的函数加入到潜在的线性系统中，对不同激励量级的

频响函数加以分析，通过描述函数法识别非线性单元的位置、类型和参数。结果 通过 Matlab 编程进行仿真
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ABSTRACT: Objective To provide methods for identification of typical structural nonlinear. Methods Based on the basic the-

ory of dynamics, when the typical structural nonlinear system was modeled, the nonlinear force generated by the nonlinear ele-

ments was added to the underlying linear system as a function of displacement or velocity. By analyzing frequency response 

function of different excitation levels, location, type and parameters of nonlinear elements were determined through the describ-

ing function method. Results The method was verified by Matlab simulation. The nonlinear elements of three different nonlinear 

systems were identified successfully with the describing function method. Conclusion When the describing function method is 

used to identify nonlinear element, the location is accurate, the type is matched, and the parameter accuracy is very high 
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目前传统的动力学分析中，主要应用的是线性振

动理论。在实际工程应用中，其将振动系统线性化后

进行数学求解，在大部分情况下都能给出比较满意的

结果。正是因为线性振动理论的种种优点，在工程实

践中，研究人员总是把所研究的动力学系统尽可能地

线性化。在实际的工程环境中，大部分的振动实际上

都是非线性的，因而将系统线性化会直接忽略其非线

性特性，导致得到的理论结果与实际的振动响应有一

定的误差，甚至有时会引发严重的后果[2]。所谓线性

振动只是系统在运动较小时的一种近似，并不足以完

整描述系统的振动特性。由于对产品动力学环境关注

越来越高，特别是在航空航天和兵器等工程领域中的

重要性日益突出，线性振动理论和方法已不能满足要

求，大量的重要实际问题迫切需要用非线性动力学理
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论和方法加以研究分析。 

有关非线性结构动力学的研究已经进行了相当
长的时间，直到 20 世纪后半叶，Ibanez[1]和 Masri

等[2]。首先提出了关于非线性动力学系统模型的参数
识别问题。由于不同的非线性系统具有各自的特性，
所以非线性的识别方法也是多种多样的。总体来说，
可分为两类，即时域法和频域法。直接提取动力学系
统随时间响应的方法称为时域法，将时域数据进行转
化，在频域内进行分析的方法叫频域法。 

时域法的识别是对动力学系统随时间的响应进
行识别，这类方法的优点在于实验数据易于获取，无
需对数据进行过多的后处理。频率法通常是通过频率
响应函数或频谱分析对非线性加以识别。目前比较主
流的非线性识别方法都是频域法。较早研究频域法作
系统识别是通过釆用沃尔特拉和维纳级数（Volterra 

and Wiener series），由 Schetzen 提出[3]。Gifford 最先

把这个方法应用于非线性识别[4]，而后 Storer 等人在

这方面进行了扩展[5]。Khan 等[7]人通过高阶频响函
数研究了单自由度系统参数的识别，他们继而研究了

关 于 多 自 由 度 动 力 学 系 统 的 参 数 识 别 问 题 [8] 。

Bendat[9]采用高阶频谱的方法研究了系统识别问题。

Roberts 等人[10]发展了此频谱识别法。其他较早使
用频域法作系统参数识别的还有 Yasuda 和他的合

作者 [13-14]，他们把谐波平衡法应用到参数识别过
程中。 

基于系统的频响函数以及一阶谐波平衡下描述
函 数 的 定 义 ， Omer Tanrikulu 提 出 了 描 述 函 数 法

（ Describing Functions ） 识 别 非 线 性 的 方 法 [15] 。
Mehmet Bulent Özer 在此基础上提出了确定非线性位
置的方法，并提出使用 Sherman-Morrison 求逆法近似

求解描述函数的方法[16]。Arslan 和 Aykan 提出了计

算非线性频响函数的方法[17]，之后 Aykan 提出了通
过部分激励点的频响函数计算完整频响函数矩阵的

方法，以及将描述函数变换回恢复力的计算方法[18]。
描述函数法识别非线性计算速度快、精度高，是一种
实用有效的结构非线性识别方法。 

1  描述函数法识别非线性 

1.1  原理 

谐波激励下的多自由度非线性系统的运动方程

可写为： 
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { ( )} { }M x C x K x N x,x f         (1) 

式中： [ ]M 、[ ]C 、[ ]K 分别为线性系统的质量、

阻尼和刚度矩阵；{ }f 为系统外部激励力（向量）；{ }x
为系统响应位移（向量）； { ( )}N x,x 为系统的非线性

力，其根据非线性的类型表征为位移或速度的函数。 

对于谐波激励 { } { }ei tf F  ，系统的响应也为谐

波 { } { }ei tx X  。由于系统的响应为谐波，则非线性

力也为谐波，其可写成： 

 { ( , )} [ ( , )]{ }ei tN x x x x X         (2) 

式中： [ ( , )]x x  为与响应相关的“非线性特性矩

阵”，其由表征非线性力的描述函数组成[16]： 

 
1

n
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v v

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          (3) 

 rj rjv                   (4) 

式中：v 为非线性描述函数，其为激励幅值的函

数。根据非线性类型不同，具有不同的函数表达形

式，且目前主要的无记忆非线性类型的描述函数皆

为已知。 

从方程(1)可以得到： 

 2 [ ] [ ] { } [ ( , )]{ } { }M i C K X x x X F         
 

                                      (5) 
非线性频率响应函数（FRF）为： 

  1N 2[ ] [ ] [ ] ( , )H M i C K x x              (6) 

与之对应的潜在线性频响函数为： 

 12[ ] ( [ ] [ ]LH M i C K                   (7) 

需要注意的是，对于不同的激励量级，由于响应

的不同，非线性矩阵一般不同。由此可知，不同激励

量级下，非线性频响函数矩阵一般不同。 

包含描述函数的非线性矩阵可写为： 

 1 1[ ] [ ] [ ]N LH H           (8) 

其中线性频响函数矩阵 [ ]LH 可通过小激励幅值

下进行计算近似得到，而非线性频响函数矩阵 [ ]NH
却十分难以计算，得到完整准确的非线性频响矩阵所
需工作量过大。因此这里对方程(11)进行变形，使
得 可 以 通过非 线 性 频响函 数 矩 阵的一 列 来 计算描
述函数。 

方程(8)两边右乘 [ ]NH 有： 
1 1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]N L N NH H H Z H             

(9) 
式中： 

1[ ]LZ H  。 

取方程(9)的第 i 列可以得到： 

[ ][ ] [ ] [ ]{ }N N
i i iH Z H            (10) 

取方程(10)的第 r 行可以得到： 

[ ][ ] [ ] [ ]{ }
r

N N
i ir iH Z H                 (11) 

则用于非线性位置识别的“非线性指标（NLN）”

可写为[16]： 

1 1 2[ ]{ } 2 ... 2N N N N
r r i r i r i rn niNLN H H H H         

  (12) 
方程(12)中，若在 r 自由度存在着非线性，则其

[ ]r 不为 0，则 rNLN 亦不为 0，其表明第 r 自由度存

在非线性。 rNLN 可以通过方程(11)的右边计算得到： 

 1 1 2 2 ...N N N
r ri r i r n rn niNLN H H H           (13) 
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其中，线性频率响应函数已知。非线性频响函数

的第 i 列可以通过仅对多自由度系统的第 i 自由度进

行激励测量全部自由度响应的方法得到。 rNLN 为频率

依赖，所以可以将计算的所有频率的 rNLN 求和来识别

非线性位置。 

在通过 NLN 对非线性位置识别后，由于方程(11)

中仅存未知量为 [ ]r ，而在非线性位置已知的情况

下，该矩阵的非 0 元素位置已知，且均可用描述函数

表示。即可通过方程（11）计算出不同频率下的描述

函数，进而拟合出非线性描述函数在不同位移下的图

形，然后通过曲线拟合识别出非线性的类型和参数，

以实现对结构非线性的完全识别。 

1.2  优点 

所有非线性识别方法的共同点是它们都试图去

探测、定位和识别非线性。非线性的强弱决定了不同

方法的适用性。然而，非线性的级别是很难定义的，

并且无法确定是否有一种方法能适用于所有情况的

非线性。 

目前在工程实际中进行非线性识别时，普遍需要

讨论的是两个方面：激励类型和先验数据。激励类型

可应用于非线性模态试验。目前普遍用于非线性系统

识别的激励类型为步进正弦、正弦扫频和随机三种。

其中步进正弦长试验时间的要求通常无法满足工业

的需求[21-22]。随机振动试验的主要障碍是其不受控

制的本质，全随机信号有些情况下甚至无法成功激发

出系统的非线性[24]。正弦扫频试验将扫频试验的速

率和正弦试验可控制的本质结合起来，保证了高速和

可控性[23]。而描述函数法识别非线性正是适用正弦

扫频激励，即其工程可行性较高。 

除了激励类型外，现有的非线性识别方法的另一

个特点是通常都需要一定数量的先验数据。大多数可

用的方法需要系统的一些已知数据，一些方法需要全

部或部分质量、刚度和阻尼值[25]，而一些方法需要

所分析结构的线性频率响应函数（FRF）以及非线性

的类型[26-27]。与上述方法相比，描述函数法识别非

线性对先验数据的需求程度较低，仅需要结构的线性

FRF 即可对非线性完成识别。 

在当前的非线性研究领域，描述函数法由于有着

上述的优点使得其工程可实现性较高，有着很大的研

究价值。 

2  案例分析 

非线性系统包括单自由度系统和多自由度系统

两种。非线性单元的位置包括在自由度与地之间和在

两个自由度之间两种。笔者对常见非线性分别进行了

单自由度系统非线性位于该自由度与地之间、多自由

度非线性在某两个自由度之间、多自由度系统包含多

种非线性并位于不同位置的仿真，通过仿真结果验证

了描述函数法识别非线性的能力。 

2.1  单自由度系统 

某单自由度系统，线性系统的数值参数为：m=1 kg，
c=1.25 N·s/m，k=500 N/m。由于单自由度非线性系统
的非线性单元一定位于该自由度和地之间，所以对于
单自由度系统，位置辨识没有意义，可以直接进行类
型和参数的识别。 

通过 Matlab 使用滤波器法求得系统的时域强迫

响应[20]。仿真的输入是步进为 0.05 Hz 的正弦信号，
其频率范围为 3~8 Hz，输入的正弦信号中混有 Matlab
生成的均值为 0、标准差为输入信号最大幅值 5%的
正态分布的随机信号作为噪声。 

非线性系统中的非线性单元类型为符号二次刚度，

其描述函数为
8

( )
3

v p abs x     ，其中，p（p=2.3×103）

为非线性参数。 
通过 Matlab 仿真，激励信号分别为 10、0.1 N，

将激励为 0.1 N 时的频响函数作为线性频响函数，可
以得到该单自由度系统的频响函数和不同响应位移
下的描述函数如图 1 所示。对得到的描述函数进行曲
线 拟 合 ， 可 以 得 到 该 描 述 函 数 类 型 为 v   

8
( )

3
p abs x    ，参数 p=2286。由此可以看出，描述

函数法对于单自由度非线性系统的类型识别准确，参
数识别精度较高。 

 

 
 

图 1  符号二次刚度非线性的单自由度系统的 

频响函数和描述函数 
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2.2  多自由度系统 

与单自由度系统相比，多自由度非线性系统的情

况更为复杂。多自由度系统通常可以分为非线性单元

仅在两个自由度之间（存在一种或多种）或多种非线

性单元分别存在于不同自由度之间的情况。 
对于第一种情况，多自由度系统如图 2 所示，非

线性仅位于自由度 1 和自由度 2 之间，此时自由度 3
和 4 之间没有非线性（ 34k  不存在）。对于第二种情况，

如图 2 表示（ 34k  存在），此时两种非线性分别位于自

由度 1 和 2 之间以及自由度 3 和 4 之间。多自由度线
性 系 统 的 数 值 参 数 为 ： 1 2 3 4 5 1000k k k k k      

N/m， 1 2 3 4 5 5c c c c c      N·s/m， 1 1m   kg, 2m   
3 kg, 3 4m   kg, 4 5m   kg 

 

 

 
图 2  含有非线性的多自由度系统 

 

通过 Matlab 使用滤波器法求得系统的时域强迫

响应。仿真的输入是步进为 0.05 Hz 的正弦信号，其

频率范围为 1~8 Hz，输入的正弦信号中，混有 Matlab

生成的均值为 0、标准差为输入信号最大幅值 5%的

正态分布的随机信号作为噪声。 

2.1.1  多自由度系统非线性位于不同自由度之间 

此多自由度系统自由度 1 和自由度 2 之间的非线
性单元为间隙-饱和特性。间隙-饱和是一种混合非线
性，其在同一位置包含间隙和饱和两种非线性，其中
间隙为 0.01 m，线性刚度为 500 N/m，饱和值为 5 N
（饱和位移 s=0.2 m）。 

通过 Matlab 仿真，激励信号分别为 10、0.1 N。
将激励为 0.1 N 时的频响函数作为线性频响函数，可
以得到该多自由度系统的频响函数如图 3 所示，计算
得到的非线性指标如图 4a 所示。由此可知，非线性
位于自由度 1 和 2 之间，得到不同响应位移下的描
述函数如图 4b 所示。通过描述函数图形即可判断非
线性类型为间隙-饱和，对该类型非线性描述函数  

 

 
 

图 3  间隙-饱和非线性的多自由度系统频响函数 

2 2
1 12

sin sin 1 1
k s a s s a sv

x x x x x x
 

                   
 

进行曲线拟合，可知参数：a=0.0099 m，k=469.7 N/m，

s=0.0210 m。由此可以看出，对于简单的多自由度非

线性系统，描述函数法识别非线性单元的位置准确快

速，类型正确，参数具有一定精度。 
 

 
 

图 4  间隙-饱和非线性的多自由度系统 

非线性指标和描述函数 
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2.1.2  多自由度系统多种非线性位于不同位置 

此系统包含两个非线性单元，分别为三次刚度和

间隙特性。其中间隙位于自由度 1 和 2 之间，间隙为

0.01 m，线性刚度为 100 N/m；三次刚度位于自由度

3 和 4 之间，非线性参数为 1.7×106。 

通过 Matlab 仿真，激励信号分别为 10、0.1 N。

将激励为 0.1N 时的频响函数作为线性频响函数，可

以得到该多自由度系统的频响函数如图 5a 所示，计

算得到的非线性指标如图 5b 所示。由此可知，该系

统包含两个非线性单元，一种位于自由度 1 和 2 之

间，另一种位于自由度 3 和 4 之间。得到的不同响

应位移下的自由度 1,2 之间和自由度 3,4 之间的非线

性的描述函数如图 6 所示，可以看出，自由度 1,2

之 间 的 非 线性 类 型 为 间隙 ， 其 非 线性 描 述 函 数为

2 2
1 12

sin sin 1 1
k s a s s a sv

x x x x x x
 

                   
，

读图可得参数 a=0.0100 m，曲线拟合可以得到参数

k=99.94 N/m；对自由度 3,4 之间的描述函数进行曲线

拟合，可以得到自由度 3 和 4 之间的非线性描述函数

为 23

4
v p x   ，参数 p=1.774×106

 N/m3。由此可以看

出，对于相对复杂的多自由度非线性系统，描述函数

法识别的非线性单元的位置准确快速，类型正确，参

数精度较高。 
 

 
 

图 5  三次刚度和间隙非线性位于不同位置的 

多自由度系统的频响函数和非线性指标 

 
 

图 6  三次刚度和间隙非线性位于不同位置的 

多自由度系统的非线性描述函数 
 

3  结论 

1）文中介绍了描述函数方法识别非线性的原理，

并在此基础上，给出了基于频响函数矩阵的某一列计

算描述函数的方法，简化了描述函数的计算过程。 

2）通过 Matlab 仿真验证了描述函数识别非线性

方法的有效性。 

3）相较于其他非线性识别方法，应用描述函数

法进行非线性识别计算速度快，对非线性位置和类型

识别直观准确，非线性参数识别精度较高，适宜应用

于工程实践。 
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